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Aufgabe 1: Spafs mit Spins (4 Punkte)
Die Komponenten des Drehimpulsoperators J = (Jx, Jy, J,)" erfiillen die Drehimpulsal-
gebra [Ji, Jj] = Yifie k1 Jm- Sei | j, m) Eigenzustand von J? = J? = J2 +J5+ 73 und J, mit

m

J21j,my =R j(j+ 1) j,m), Il j,my=hm, (1)

wobei aus der Vorlesung bekannt ist, dass m die 2j +1 Werte aus {—j,—j+1,...,j -1, j}
annehmen kann.
In dieser Aufgabe ist es hilfreich, die Ergebnisse von Blatt 4, Aufgabe 2 zu verwenden.

(a) Begriinden Sie, warum mit den Pauli-Matrizen Spin-1/2 Systeme beschrieben wer-
den kénnen, und geben Sie die entsprechenden Drehimpulsoperatoren mit Hilfe
der Pauli-Matrizen an.

(b) Seinun der Spin-Zustand ¢ = % (1,1)T gegeben. Wie grofs sind die Wahrscheinlich-
keiten, einen Spin in x-Richtung bzw. in —x-Richtung zu messen? Welche Wahr-
scheinlichkeiten ergeben sich fiir die y- und —y-Richtungen?

(c) Bestimmen Sie nun den erwarteten Wert E(Y) fiir die Spinmessung entlang der
y-Achse am Spin-Zustand ¢ aus (b) auf zwei Weisen:

1) Mit Hilfe der aus der Statistik bekannten Formel E(Y) = y, p(y+) + y-p(y-), wo-
bei y; die beiden moglichen Messergebnisse der y-Spinmessung sind und p(y4)
die Wahrscheinlichkeit angibt, das Messergebnis y. zu erhalten (verwenden Sie
die Ergebnisse aus (b)),

2) Mit Hilfe der aus der Quantenmechanik bekannten Formel E(Y) = (¢|]y|¢).

Aufgabe 2: Spin-3/2 Teilchen (6 Punkte)
In dieser Aufgabe sollen die Drehimpulsoperatoren fiir festen Spin j = 3/2 als Matrizen
Sx, Sy und S, dargestellt werden, sodass S, diagonal ist. Hierfiir werden die Auf-und
Absteigeoperatoren J. = J,+J, verwendet, welche wie folgt auf die Eigenzusténde | j, m)
aus (1) wirken:

Jeljmy=n\j(j+1) —m(m=1)|j,m=1). )

(a) Uberlegen Sie sich, wie viele Eigenvektoren zu welchen Eigenwerten von S, exis-
tieren und ordnen sie diese so an, dass beziiglich dieser Eigenvektoren von oben
nach unten kleiner werdende Eigenwerte auf der diagonalen von S stehen.

(b) Nutzen Sie die Wirkung der Auf- und Absteigeoperatoren in Formel (2), um diese
Operatoren als Matrizen S, beziiglich der Eigenvektoren von S, zu schreiben.

(c) Berechnen Sie nun die Matrizen Sy und S, mit Hilfe der in (b) berechneten Matrix
S+.



Aufgabe 3: Drehimpuls und Laplaceoperator (7 Punkte)
Im Dreidimensionalen kann das Quadrat des Impulsoperators in einen radialen und
einen Winkelanteil zerlegt werden:

_th:ﬁ2:ﬁ3+ , (3)

g—z g—z + g—z der Laplaceoperator und I = I = 7 x p der (vektorielle) Drehim-
X y z

pulsoperator ist. In dieser Aufgabe ist es vorteilhaft, mit den Basisvektoren &, &g, &5 zu

rechnen.

wobei A =& +

(a) Bestimmen Sie den Drehimpulsoperator in Kugelkoordinaten.
(b) Berechnen Sie 2.

(c) Schreiben Sie den Laplaceoperator in Kugelkoordinaten und identifizieren Sie an-
schlieend die Anteile des Laplaceoperators, denen L? und p? entsprechen.

Aufgabe 4: Kugelflichenfunktionen (3 Punkte)
Die Kugelflachenfunktionen Vi, = Y;,,(0,¢), l € Ny, m =0, 1, ..., 1 erfiillen die Differen-
tialgleichung

2
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und sind definiert als

2041 fa-my .
Y,m(0,¢)—\/ e ¢(l+m)!Pl (cos(0)) exp(im¢), )
wobei I
m (‘Dm mi2 d m )
Pl = —pe (1-%)" o (¢ 1) ©6)

die zugeordneten Legendre-Polynome sind.
Geben Sie explizit Yyo(0,¢), Y10(0,¢) und Y11(0,¢) an, und zeigen Sie, dass diese Glei-
chung (4) erfiillen.
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