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1 Einführung

Die bemerkenswerte Tatsache der beschleunigten Expansion des Universums wurde auf
experimenteller Ebene durch diverse Messungen bestätigt. Die theoretische Beschrei-
bung dieses Sachverhaltes verbleibt jedoch ein Rätsel. Das vorliegende Dokument soll
einen Überblick über die Thematik der beschleunigten Expansion des Universums ge-
ben, indem zum einen auf die experimentellen Hinweise auf die beschleunigte Expansion
eingegangen wird und zum anderen die möglichen theoretischen Beschreibungen dieses
Phänomens kurz erläutert werden.
Um die experimentellen Ergebnisse des nächsten Kapitels verstehen zu können, sei nun
ein kurzer Vorgriff auf ein mögliches Modell gegeben. Dabei handelt es sich um das
ΛCDM Modell, welches trotz seiner Einfachheit, Beobachtungen, wie die beschleunigte
Expansion, die large-scale structure des Universums, sowie die Anisotropie der kosmi-
schen Hintergrundstrahlung erklären kann.
Ausgangspunkt dieses Modells ist die Homogenität und Isotropie des Universums. Dar-
aus folgt, dass die Dynamik des Raumes auf großen Skalen nur von einem Parameter
a(t) abhängen kann. Daraus resultiert die Robertson-Walker Metrik:

ds2 = a(t)2 dx2 − c2 dt2. (1)

Löst man die Einsteinschen Feldgleichungen

Rµν −
1

2
gµνR + Λgµν =

8πG

c4
Tµν , (2)

mit dem Ricci Tensor/Skalar Rµν/R, dem metrischen Tensor gµν , der kosmologischen
Konstanten Λ, der Einsteinschen Gravitationskonstanten G und dem Energie-Impuls
Tensor Tµν , erhält man unter der Annahme der Robertson-Walker Metrik und dem
Energie-Impuls Tensor einer perfekten Flüssigkeit die Friedmann Gleichungen

ȧ2

a2
=

8πG

3

∑
i

ρi −
k

a(t)2
(3)

ä

a
= −4πG

3

∑
i

(ρi + 3pi). (4)

Der Faktor k gibt hier die Krümmung der Raumzeit an, wobei das Universum mit k = 1
sphärisch, mit k = 0 flach und mit k = −1 hyperbolisch wäre. Der Index i läuft über
die verschiedenen Energiekonstituenten des Universums.
Für ein perfektes Fluid gilt die Zustandsgleichung

pi = wiρi ⇒ pi ∼ a−3(1+wi), (5)

womit sich Gleichung (3) wie folgt darstellen lässt:

H(t)2

H2
0

= ΩRa
−4 + ΩMa

−3 + Ωka
−2 + ΩΛa

−3(1+w), (6)
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wobei H(t) = ȧ(t)
a(t)

die Hubblekonstante ist. Die Parameter Ωi = ρi
ρcrit

repräsentieren
die, wie oben erwähnt, Energiekonstituenten des Universums normiert auf die kritische
Dichte ρcrit =

3H2
0

8πG
(R: Strahlung, M: Materie, k: Krümmung, Λ: Dunkle Energie). Hierbei

ist ΩΛ eine neue Form der Energie, für die gilt p = −ρ.
Durch die Parameter Ωi lassen sich somit Rückschlüsse auf die Zusammensetzung des
Universums, sowie deren Auswirkung auf die Dynamik der Raumzeit schließen.

2 Experimentelle Hinweise

Die Annahme eines statischenUniversums konnte durch Hubbles Endeckung 1929 falsi-
fiziert werden, worin er zeigen konnte, dass sich je weiter eine Galaxie entfernt ist, desto
schneller entfernt sie sich. Die Idee des expandierenden Universums hatte sich bewährt.
Die in den letzten zwei Jahrzehnten durchgeführten Messung konnten darüber hinaus
nachweisen, dass es sich sogar um eine beschleunigte Expansion handelt. Diese Experi-
mente sollen in diesem Kapitel näher beleuchtet werden.

2.1 Typ Ia Supernovae

Die Typ Ia Supernovae zeichnen sich durch ihre spektralen Eigenschaften aus, welche bei
fast allen Supernovae dieses Typs identisch sind und daher als Standartkerze in der Mes-
sung kosmologischer Distanzen eine entscheidende Rolle spielen. Ihre Lichtkurven werden
durch den radioaktiven Zerfall von 56Ni und 56Co erzeugt und deren Maximum hängt
hauptsächlich von der bei der Explosion erzeugten 56Ni Masse, welche bei voll ausge-
brannten weißen Zwergen zu ≈ 0.6M� angenommen wird. Dabei erreicht die Lichtkurve
ca. 15-20 Tage nach der Explosion ein Maximum der absoluten Helligkeit, welche inner-
halb eines Monats um einen festen Wert abnimmt [1]. Da kosmologische Distanzen von
der Robertson-Walker Metrik und somit vom Skalenfaktor a(t) abhängen, können über
Gleichung (6) Rückschlüsse auf die Parameter Ωi gezogen werden. Das Entfernungsmo-
dul ist definiert als:

µ = m−M = 5 log(dL(z,ΩM ,ΩΛ, w)) +Kij, (7)

mit der absoluten M und gemessenen Helligkeit m, der Leutkraftentfernung dL und der
rotverschiebungsabhängigen K-Korrektur, welche vom spektralen Fluss Fν abhängt

Wenn Fν ∼ ν−α, dann Ki(z) = 2.5(α− 1) log(1 + zi) (8)

Die Absolute Helligkeit muss aufgrund der Fluktuationen der Typ Ia Supernovae Licht-
kurven mithilfe der Phillips Beziehung

Mmax = −19.504 + 0.736∆m15 + 0.182∆m15 (9)

normiert werden. Dabei sind Mmax das Maximum der Lichtkurve und ∆m15 dessen Hel-
ligkeitsabfall nach 15 Tagen. Misst man nun µ gegen z lassen sich die kosmologischen
Parameter Ωi beschränken [1], was Abbildung 1 anhand eines Beispiels entnommen wer-
den kann. Hier konnte gezeigt werde, dass weit entfernte Supernovae dunkler erscheinen
als bei einem negativ beschleunigt expandierenden Universum.
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Abbildung 1: Links: Hubble Diagramm der SNe Ia Messungen von HZT und SCP.
Rechts: ΩM - ΩΛ Parameterraum, entnommen aus [1]

2.2 Anisotropie des kosmischen Mikrowellenhintergrundes

Der kosmische Mikrowellenhintergrund (CMB) besteht aus den Photonen, welche sich
nach der Rekombination frei durch das Universum bewegen konnten. Diese Photonen
tragen somit unter anderem die Information, wie das Universum gekrümmt ist (siehe
k inKapitel 1). Daraus lassen sich über Gleichung (6) die Energiedichten entsprechend
einschränken. Die Multipolentwicklung und somit den Grad der Anisotropie des CMB
lässt sich aus Abbildung 2 entnehmen. Die resultierenden Einschränkungen auf den Ωi

Parameterraum ist in Abbildung 4 zu sehen. Hier ist ebenfalls erkennbar, dass sich
der erlaubte Parameterraum stark an der Linie, welche ein die Parameter eines flaches
Universums, orientiert.

2.3 Akustische Baryonen Oszillation

Die akustische baryonische Oszillation bezeichnet die Dichtefluktuationen, welche sich
im primodialen Plasma, aufgrund des Wechselspiels von gravitativer Anziehung und dem
nach aussen gerichtetem Strahlungsdruck ergab. Zum Zeitpunkt der Rekombination fiel
der Strahlungsdruck aus, wodurch die Oszillation beendet wurde und eine Anisotro-
pie der Dichteverteilung bestehen blieb. Daraus resultiert ein signifikanter Peak in der
Zwei-Punkt Korrelationsfunktion ξ(r) zweier Galaxien bei r ∼ 110h−1 Mpc, was unge-
fähr der Distanz entspricht, bei welcher eine akustische Welle im primordialen Plasma,
zum Zeitpunkt der Entkopplung, anhält. Dieser Peak ist in Abblidung 3 zu sehen. Dies
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Abbildung 2: Multipolentwicklung des CMB

konnte genutzt werden um den Winkeldurchmesserentfernung zugehörig zu z1 = 0.35
einzuschränken

A(z1, w,ΩM ,ΩΛ) =
√

ΩM

(
H0

H(z1)

)−1/3
[

Ω
−1/2
k

z1

Sk

(
Ω

1/2
k

∫ z1

0

dz
H0

H(z)

)]2/3

(10)

= 0.469± 0.017.

Dies führt zur einer Einschränkung des Parameterraumes der kosmologischen Parameter,
wie in Abbildung 4 gezeigt [1].
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Abbildung 3: Von SDSS gemessene Zwei-Punkt Korrelationsfunktion ξ(r) zweier Gala-
xien, entnommen aus [1]

Abbildung 4: Kombinierte Constrains aus den oben genannten Phänomenen, entnom-
men aus [1]
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3 Theoretische Beschreibung

Die in Kapitel 2 erklärten, beobachtbaren Phänomene, sollen nun in durch zwei Bei-
spielmodelle theoretisch beschrieben werden.

3.1 Kosmologische Konstante

Der wohl einfachste und in Kapitel 1 bereits diskutierte Ansatz um eine beschleunigte
Expansion des Universums zu erhalten ist die Einführung einer kosmologischen Kon-
stanten in die Einsteinschen Feldgleichungen. Die erfolgte durch den Zusatzterm Λgµν
in Gleichung (2).
Betrachtet man dies jedoch quantenfeldtheoretisch ergibt sich ein Problem, da für den
Energie-Impuls Tensor gilt

〈0|Tµν |0〉 = −ρvacgµν , (11)

mit der Vakuumenergiedichte ρvac [2].
Des weiteren muss für ein beliebiges skalares Feld φ gelten

Sφ = −
∫

d4x
√
−g
[

1

2
gµν∂µφ∂νφ+ V (φ)

]
, (12)

wobei V (φ) dessen Potential ist. Der Energie-Impuls Tensor ist dann

Tµν = ∂µφ∂νφ− gµν
[

1

2
gαβ∂αφ∂βφ+ V (φ)

]
, (13)

woraus sich ein Minimum (Vakuumenergie) wie folgt ergibt

〈Tµν〉 = −V (φmin)gmuν . (14)

Daraus folgt nun, dass die Vakuumenergie zwei unterschiedliche Quellen hat, zum einen
die Klassische (14) und die Quantenmechanische (13) [2]. Die kosmologische Konstante
lässt sich also schreiben als

Λeff = ΛB + κρvac, (15)

wobei sich ρvac zusammensetzt aus

ρvac =
1

2

∑
Felder

gi
(2π)3

∫ ∞
0

d3k
√
k2 +m2 (16)

≈
∑
Felder

gik
4
cut

16π2
.

Dies würde bedeuten, dass bei kcut ∼ 1019 GeV ΛB mit extremer Genauigkeit ρvac ver-
nichten müsste, was unnatürlich wäre. Das nennt man das Problem der kosmologischen
Konstanten, wobei eine mögliche Lösung des Problems SUSY wäre, wo die Konstituenten
von ρvac in Gleichung (16) sich durch ihre jeweiligen Superpartnerbeiträge auslöschen.
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3.2 Quintessenz

Eine weitere Gruppe von Modellen zur Beschreibung der beschleunigten Expansion des
Universums werden Quintessenzmodelle genannt [3]. Hierbei sind die Quintessenzen ka-
nonische skalare Felder φ. Die Wirkung ergibt sich dann zu

S =

∫
d4x
√
−g
[

1

2
M2

plR−
1

2
gµν∂µφ∂νφ− V (φ)

]
+ Sm, (17)

mit der reduzierten Planck Masse Mpl und der Massenwirkung Sm. Der Zustandspara-
meter von φ ist somit

w =
Pφ
ρφ

=
φ̇/2− V (φ)

φ̇/2 + V (φ)
. (18)

Das skalare Feld erfüllt natürlich die Kontinuitätsgleichung, also

φ̈+ 3Hφ̇+
dV

dφ
. (19)

Die Bewegungsgleichungen ergeben sich aus der Wirkung zu

3M2
plH

2 = φ̇/2 + V (φ) + ρm (20)

2M2
plḢ = −

[
φ̇2 + (1 + wM)ρm

]
. (21)

Um einen besseren Überblick zu generieren empfielt es sich die folgenden dimensionslosen
Variablen zu definieren

x =
φ̇√

6MplH
, y =

√
V (φ)√

3MplH
. (22)

Damit lässt sich der kosmologische Parameter umschreiben zu Ωφ = ρφ/(3M
2
plH

2) =
x2 + y2. Die Ableitungen der neu eingeführten Parameter nach ln(a) ist

dx

d(ln(a)
= −3x+

√
6

2
λy2 +

3

2
x[(1− wm)x2 + (1 + wm)(1− y2)] (23)

dy

d ln(a)
= −
√

6

2
λxy +

3

2
y[(1− wm)x2 + (1 + wm)(1− y2)]. (24)

mit λ = −Mpl/V ·dV/dφ, woraus sich für konstantes λ ein exponentielles Potential ergibt

V (φ) = V0e
−λφ/Mpl . (25)

Sucht man die Nullstellen des Gleichungssystems (23) und (24) findet man vier Fixpunk-
te für das Modell:

• (a) (x,y) = (0,0), Ωσ = 0, weff = wM , w ist nicht definiert
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• (b) (x,y) = (±1,0), Ωσ = 0, weff = w = 1.

• (c) (x,y) = (λ/
√

6,
√

1− λ2/6), Ωσ = 0, weff = w = −1 + λ2/3.

• (d) (x,y) = (
√

3/2(1 + wm)/λ,
√

3(1− w2
m/2λ

2),
Ωσ = 3(1 + wM)/λ2, weff = w = wM .

Der effektive Zustandsparameter weff ist definiert als

weff = −1− 2Ḣ/(3H2) (26)

Das materiedominierte Universum (weff ∼ 0, Ωσ � 1) kann mit wm = 0 aus (a) gewon-
nen werden. Darüber hinaus kann (a) ebenfalls für das strahlungsdominierte Universium
mit wm = 1/3 realisieren. Unter der Bedingung λ < 2 lässt sich aus (c) eine Epoche
der kosmischen Expansion konstruieren. Um nun ein vollständiges Modell für die unter-
schiedlichen Epochen des Universums zu finden, muss es einen Übergang zwischen (a)
zu (c) geben. Um deren Stabilität zu prüfen kann man die Eigenwerte der Hesse Matrix
zu Rate ziehen. Dabei ergibt sich, dass Lösung (a) für 0 ≤ wm ≤ 1 also für λ2 < 2 ein
Sattelpunkt ist, welche in (c) übergehen kann.
Dies ist nur die Grundidee einer ganzen Reihe von Quintessenzmodellen (unterschied-
liche V (φ) und/oder λ 6= const.), welche durch gewisses fine-tuning in der Lage sind
zeitliche Entwicklung des Universums zu beschreiben.

4 Fazit

Der Nachweis, dass das Universum beschleunigt expandiert gehört wohl zu den Bedeu-
tendsten in der Kosmologie. Dieses Papier stellte einen Überblick über die experimentel-
len Hinweise auf die beschleunigte Expansion des Universums, sowie über zwei Modelle,
welche diese Beobachtungen reproduzieren sollen, dar. Es wurde gezeigt, dass aus der
Anisotropie des CMB ein quasi flaches Universum folgt. Die Typ Ia Supernovae als Stan-
dartkerze und die akustische baryonische Oszillation als Definition eines Standartlineal
gaben weitere Einschränkungen auf die kosmischen Parameter und zeigten somit, dass
das Universum beschleunigt expandiert.
Durch das ΛCDM Modell wurde das Modell vorgestellt, welches die aktuellen Messungen
am besten reproduziert, jedoch durch das Problem der kosmologischen Konstanten ein
fundamentales Problem aufweist. Dies soll durch Modelle wie die Quintessenzmodelle
umgangen werden, um ein volles Verständniss für das Universum zu erlangen.
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