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Aufgabe 1: Pionen und Kernkrifte (5 Punkte)
Ohne jegliche Isospin SU(2) Symmetrie sind die Wechselwirkungen zwischen den ver-
schiedenen Ladungszustdnden von Pionen und Nukleonen voneinander vollig unab-
héngig.
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(a) Zeigen Sie, dass aufgrund der Isospininvarianz von %,y gilt:

8pnnt = npn- = \/zg: 8ppn® = ~8nnn® = 8- ()

Dabei sei g die Kopplung der SU(2) symmetrischen Lagrangedichte. Beachten Sie,
dass wenn man in obiger Notation die auslaufenden Nukleonen und Pionen als
Zustdnde mit p ~ |3,3), n~ |3,—3) interpretiert, in der Isospin-Darstellung von
7t und p Minuszeichen auftreten (also p ~ — |%, —%) und 't ~—|1,1)).

Hinweis: Uberlegen Sie sich zuerst, welcher Isospin-Zustand SU(2) invariant ist
und konstruieren Sie diesen aus zwei Nukleon- und einem Pion-Isospinzustand.

(b) Obige Relationen erlauben es nun, die nn, pp und np Kréfte miteinander zu ver-
&
gleichen. Zeigen Sie dafiir, dass fiir das Verhéltnis der Streuamplituden fiir elasti-
sche Nukleon-Nukleon-Streuung folgende Relation gilt:

Tpp:Tun:Tup=1:1:1. 3)

Dies ist die sogenannte Ladungsunabhingigkeit der Kernkrifte, d.h. die Kréfte zwi-
schen verschiedenen Nukleonen sind gleich.

Hinweis: Mit Hilfe von Feynman-Diagrammen koénnen Sie sich (im Rahmen des
Einpionaustausches gemafd £, y) die Beitrdge zu T),), = Tpp—pp etc. tiberlegen.

Aufgabe 2: Lokale Eichinvarianz fiir nichtabelsche Gruppen (9 Punkte)
Lokale Eichtransformationen der Fermionfelder ¥ = (¥, ..., ¥ »)T unter den Elementen
g einer Gruppe G = SU(N) sind durch unitdre Transformationen U, auf dem Raum der
Felder gegeben:
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Hierbei sind ¢“(x) die lokalen Transformationsparameter und T}; die Generatoren der
Darstellung der Gruppe G. Im Folgenden wird die Einsteinsche Summenkonvention
verwendet. Die Generatoren T“ geniigen der Vertauschungsrelation [ T4, T?] =ifeb°T¢
mit der antisymmetrischen Strukturkonstanten f¢. Man spricht von einer nichtabel-
schen Gruppe, wenn die Generatoren nicht vertauschen, wenn also f abe £ () jgt,



Das Prinzip der lokalen FEichinvarianz fordert die Invarianz der Lagrangedichte unter
den oben genannten lokalen Eichtransformationen der Fermionfelder ¥ und fiihrt zur
Notwendigkeit der Einfiihrung von masselosen Eichfeldern G tiber die kovariante Ab-
leitung Dy, =0, +igG;; T*. Die kovariante Ableitung transformiert sich als

D}, =UgD,Ug". (5)

Analog zur abelschen QED kann ein antisymmetrischer Feldstarketensor fiir nichtabel-
sche Eichfelder eingefiihrt werden, der sich durch einen in den Feldern quadratischen
Term von dem QED-Feldstidrketensor unterscheidet:

a4, =0,GE—0,Gli - g f*"G)GE. (6)
(a) Zeigen Sie, dass [Dy, Dy] =igGf, T* gilt.

(b) Benutzen Sie das Transformationsverhalten von D,, um das Transformationsver-
halten von G, herzuleiten.

(c) Zeigen Sie unter Verwendung von b), dass der kinetische Term der nichtabelschen
Eichfelder #, = —inij““" invariant unter Eichtransformationen ist.

Aufgabe 3: Laufende Kopplungskonstanten (6 Punkte)
Die Kopplungskonstanten «; sind in Eichtheorien Impuls- bzw. Skalenabhédngig. Thr
Laufen von einer Skala p zu einer Skala p folgt der sogenannten Renormierungsgrup-
pengleichung, fiir welche in niedrigster Ordnung in Stoérungstheorie gilt:
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Die Koeffizienten ﬁg) sind in der starken Wechselwirkung (i = s, QCD) und in der elek-
tromagnetischen Wechselwirkung (i = e, QED) gegeben als:
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Hierbei ist N = 3 die Anzahl der Farbladungen der Quarks unter SU(3) und Ny die An-
zahl der aktiven Quarks. N, bzw. N, sind die Anzahl der aktiven Quarks mit Ladung
Qu=2/3 bzw. Qg = —1/3. Die Anzahl der aktiven Leptonen mit Q; = -1 ist N;.

Bemerkung: Ein Quark bzw. Lepton wird als ,, aktiv bei einer Skala u” bezeichnet, wenn

tiir seine Masse ms<p gilt Beachten Sie, dass in sehr guter Ndherung die Anschlussbe-

dingung aN (u=m)= f NH(H = m) gilt. Uberlegen Sie sich die Anzahl der aktiven

Quarks/ Leptonen an den zu betrachtenden Skalen .
(a) Zeigen Sie, dass aus Gleichung (7) folgt:
@; (o)
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Was ist der gemessene Wert fiir a;(Mz) bei der Z-Boson Masse Mz?

(http:/ /pdg.Ibl.gov/)

a;(u) = (10)



(b) Veranschaulichen Sie sich graphisch die Skalenabhingigkeit von a; fiir Skalen u <
My. Verwenden Sie zur Vereinfachung eine feste Anzahl an aktiven Quarks, d.h.
Ny =5. bei welcher Skala u = A ist as(u) divergent?

(c) Bei welcher Skala p = py gilt as(uy) = ae(uy)?
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