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Aufgabe 1: Wicksches Theorem (6 Punkte)
Beweisen Sie das Wicksche Theorem fiir zwei fermionische Felder, d.h. zeigen Sie, dass
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Bemerkungen: Fiir zwei skalare Felder lautet die Relation zwischen zeit- und normalgeordnetem
Produkt

T{ipx)p(1)} = Nip(x)p(y) + p(x)p(y)}. (©)

Mit ¢p(x) = ¢p* (x) + ¢~ (x) ist die Kontraktion definiert durch

[pF(x),p~ ()] fiir x>0
(X)p(y) = : 4
PP {[qb+(y),¢>‘(x)] fir y°>x° @
Das normalgeordnete Produkt ist gegeben durch
N{aka;;aq} = a;akaq, (5)

es stehen also alle Vernichter rechts von den Erzeugern.
Um das Wicksche Theorem fiir Fermionen zu formulieren, miissen das zeitgeordnete und das nor-
malgeordnete Produkt fiir Fermionen verallgemeinert werden. Das zeitgeordnete Produkt erhalt
ein Minuszeichen fiir jeden Austausch von Operatoren:

_ w(y)  fir x°>°
TyWgg =1 0 T (6)
-y(yx) far y'>x
Gleiches gilt fiir das normalgeordnete Produkt. Zum Beispiel ist
N{akaqaz} = (—l)za;akaq. (7)

Wegeny* |0y =0und (0| ¢~ = 0istes glinstig, eine Aufteilung in positive und negative Frequenzen
vorzunehmen:
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Aufgabe 2: Wie man ein Dirac-Feld nicht quantisiert (7 Punkte)
In der Vorlesung haben Sie die Anti-Vertauschungsrelationen fiir Fermionen in der 2. Quantisie-
rung hergeleitet:

o),y =6 GE-Mda (10)

bei gleichen Zeiten ¢ = x = yp und mit den Spinorkomponenten a und b.

(a)

(b)

()

(d)

Fiihren Sie zum Aufwédrmen die kanonische Quantisierung eines skalaren Feldes durch. Star-
ten Sie dafiir mit der Lagrangedichte fiir ein Klein Gordon-Feld:

“Lxc == [(0u9x) (0Hp(x)) — m*P(x)?] (11)
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Berechnen Sie das zu
Adp 1
2m)3 \/2E,

konjugierte Feld 7(x) und bestatigen Sie die Vertauschungsrelation [(/)(x),ﬂ(x)] =i6®x - 7

P(x) = (ape_i”x + a;r,e”’”x) (12)
zu gleichen Zeiten t = x = yo mit Hilfe der Vertauschungsrelation [ap, ag] =2m)36¥(p-g)

Gehen Sie nun im Gegensatz zur Vorlesung aber analog zu (a) davon aus, dass Fermionzu-
stinde symmetrisch sind. Berechnen Sie den Kommutator

[Wa(), ¥} ()] mit £=x0=yp (13)
Verwenden Sie dafiir die Fourier-Zerlegungen (8) und (9) aus Aufgabe 1 sowie

[ap,r aly ) = [bp,r, bl 1 = 2m)36® (5 - §)6 . (14)

Die Indizes p, g beschreiben Impulse der Fermionen und r, s ihre Spinzustdnde. Vergleichen
Sie Ihr Ergebnis mit Relation (10). Folgern Sie, dass (8) und (9) nicht die korrekten Fourier-
Zerlegungen sein konnen.

Die zu (14) gehorenden Fourier-Entwicklungen der Felder y und v lauten:

dp 1 s .
w(x) :f ——=) (apsus(p)e P + b, svs(p)e'Py), (15)
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Y (a}, Tis(p)e'* + b, Ts(p)e™'PY). (16)
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Was beschreiben in diesem Fall die Ausdriicke
Oly@y 0y und (Ol (y)w(x)0)? 17)

Welches Problem ergibt sich beziiglich der Kausalitat? Zur Lisung dieses Aufgabenteils ist keine
exakte Rechnung erforderlich.

Verwenden Sie (15) und (16) um die Hamilton-Funktion

H= f A (18)



aus der Lagrangedichte des freien Diracfeldes herzuleiten
$Lp=w(x)(id- my(x). (19)

Auch hier stofst man auf ein Problem. Welches? Wie ldsst sich dieses Problem unter der An-
nahme 16sen, dass

{bp,r, b)) = @m)*6D (B - §)6,5? (20)

Wie sehen dann die Fourier-Entwicklungen von ¢ und y aus?

Hinweis: Die folgenden Relationen konnten fiir die Rechnung hilfreich sein:

($-mu(p) = (P+mv(p) = (21)
u (p) us(p) = ZEp rs v (P) vs(p) = ZEp rs (22)
Ur(p)us(p) =2mébs Vr(p)vs(p) = —2mb (23)
vr(Pus(p) =ur(p)vs(p) =0 V(B us(—=p) = ul (Bvg(=p) =0 (24)
Aufgabe 3: Eigenschaften von Majorana-Fermionen (7 Punkte)

Vorbemerkungen Anders als in den in der Vorlesung benutzten Konventionen kann man die
Losung der Dirac-Gleichung im Impulsraum auch schreiben als

an=ﬁﬂ?imﬁiJ (25)
wnw=ﬂﬂ?im%&m) (26)
mit
ﬂum=G) xhﬂmzﬁ) 27)
x°(2)=- ((1)) X (=1/2)= ((1)) (28)

Beachten Sie, dass aus Zweckmafsigkeit in dieser Konvention im v-Spinor die Spin-Wellenfunktion
durch x¢(s) gegeben ist. Wir benutzen hier die Dirac-Matrizen in der Dirac-Darstellung
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Der Ladungskonjugations-Operator ist in dieser Konvention gegeben als C = iy,y, und ein la-
dungskonjugierter Spinor somit als

Yo =6ye" =Cy’ = Cygy* = ivayoyoy* () = iyay” (%) (30)



Aufgaben

(a) Zeigen Sie, dass in dieser Konvention die Ladungskonjugation lediglich u und v-Spinoren

vertauscht, d.h.

u(p,s) =iy.u*(p,s) = v(p,s)
ve(p,s)=iy2v*(p,s)=u(p,s)

(b) Wir konnen den Dirac-Feldoperator schreiben als

(a(p, syup,s)e” P +b' (p,)v(p, s)eip'x)

dp
x) = —
v ;f (2m)3\/2E,
wobei E, fixiert ist zu E, = \/|p|?> + m?. Zeigen Sie, dass ein Majorana-Feld y; mit

vm ==y

SIH

zerlegt werden kann als

Ym(x )—Zf

@n )3 M(P» Sulp,s)e” P +al (p,s)v(p, s)eip'x)

mit

ap(p,s) = —(ap,s)+b(p,s)).
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(c) Berechnen Sie den Antikommutator

{aM(p, s),al,(p, S')}

und interpretieren Sie das Resultat.

(31)
(32)

(33)

(34)

(35)

(36)

(37)

Die Verkniipfung (36) zwischen Teilchen und Antiteilchen, die zur Kommutationsrelation (37)
fihrt, ist nur fiir ungeladene Fermionen moglich. Fiir diese sind dann auch Massenterme moglich,
die jeweils die reinen Linkskomponenten/Rechtskomponenten von ladungskonjugierten Feldern
miteinander verbinden (ohne links und rechts zu mischen), im Gegensatz zu Dirac-Fermionen, bei

denen ein Massenterm Links- und Rechtskomponente desselben Feldes mischt.



