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Aufgabe 1: Darstellungsunabhingige Dirac-Algebra (8 Punkte)
Die Dirac-Gleichung ist die relativistische Bewegungsgleichung fiir Fermionen und ist ge-
geben als

(p —m)y(p) =0, 1)
wobei p = p#v,. Die y-Matrizen geniigen der Antikommutatorrelation
{2 = A+t =201 )

Die folgenden Tensoren bilden eine vollstandige Basis derjenigen Matrizen, die aus Pro-
dukten von y-Matrizen gebildet werden konnen:

Tensor Freiheitsgrade
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Yu 4
. 3
VY] = 0% = 3€u0pa0® Y 6 ®)
YuYvYo) = _igyvpzf’)’a'YS 4
YuYvYoYo] = _igyva’YS 1
mit y° = i9%y19%2y3 und ¥’ = % [7*, v"]. Hierbei ist das antisymmetrische Produkt definiert
als
1
A[ul,..‘,an] = E Z . Aal,...,an - Z . Aa1 ..... a, | - (4-)
. ger. perm. ma; unger. perm. mn a;

Die Basis-Eigenschaft der Tensoren aus (3) driickt sich darin aus, dass jedes Produkt M von
7Y-Matrizen darstellbar ist als Linearkombination dieser 16 Tensoren

M=) MT,, ®)

wobei To = {1, Y, YY) Y YvYo)r VuYvYpYo)} die Basistensoren und M” die Entwick-
lungskoeffizienten sind. Die Niitzlichkeit dieser Basiswahl besteht darin, dass sich jeder
Tensor n-ter Stufe in einen symmetrischen und einen antisymmetrischen Anteil zerlegen
lasst und diese Basis eine solche Zerlegung erleichtert.

Es gelten die Relationen
T[] =0, Te[y"y']=4g", {2, 7"} =0. 6)
a) Zeigen Sie, dass gilt:

j
7 = ST R T )

b) Benutzen Sie (6) und (7) und zeigen damit

VYY) = _i‘g;tvpa')’“')’S- ®)



o) Eine alternative Basiswahl sind die Matrizen I', = {1, Yur O, i’yy'y5, 75}. Ebenso wie
die Basis (3) sind sie sogar eine Orthonormalbasis beztiglich des Skalarproduktes

1

< T, T >= ZTr[rarb] . )
Beweisen Sie, dass die genannte Basis tatsdchlich orthonormal ist, d.h. zeigen Sie, dass

gilt
< Ty, Ty >=0y. (10)

Hinweis:
ePVe,p,5 = —4! (11)
eaﬁwgww = —66! (12)
P epor = —2(8) 05 — 845y) (13)
0123 — o0 — 41 (14)

Im Allgemeinen gilt im n dimensionalen Minkowskiraum:

ghttmbmiteling oy = —M(1 — m)!é,[,ﬁ’1 ... 55‘,:1] (15)

Aufgabe 2: Lorentztransformationen fiir Spinoren (6 Punkte)

Links- und rechtshdndige Weyl-Spinoren ¢ und ¢r sind je zweikomponentige Objekte, die
tiber ihr Verhalten unter Lorentztransformationen definiert sind. Unter den eigentlichen

orthochronen Lorentztransformationen A € Ll transformieren sie wie folgt:

¢r/r(x) = Sp/R(A)Ppr/r(A™x). (16)

Die Transformationen Sy ,g(A) hingen von den Rotationswinkeln # und den Rapiditdten

ij ab, welche die Lorentztransformationen A = A(, i) parametrisieren. Sie lassen sich
schreiben als

b5 _ij-7
SL/R(A) = eXp [—12 F WT (17)

Hierbei sind ¢! die Pauli-Matrizen und erfiillen die Antikommutatorrelationen
{o?,07} = 254,

Zusatzinfo/Kontext:
Dirac-Spinoren ¢ sind 4-komponentige Objekte, die sich aus jeweils einem rechts- und
einem linkshidndigen Weyl-Spinor zusammensetzen:

r= ()

Die Dirac-Gleichung legt die Abhéngigkeit der linkshdndigen Komponenten von den
rechtshiandigen Komponenten eines Teilchens fest. Aus Dirac-Spinoren lassen sich durch
die Anwendung der Projektionsoperatoren

1
Pr/r = 5(1 F7°) (19)

links- bzw. rechtshdndige Zustiande gewinnen.



a) Zeigen Sie, dass fiir beliebige & und 7 gilt

detSL/R(A) =1. (20)

b) Berechnen Sie S;,r(A) fiir den Spezialfall von Rotationen um die z-Achse, also fiir
§ = 0,8, und i =0.
Was ergibt sich fiir S; /g (A) in den Fillen ¢, = 27t und ¢, = 471? Was fallt Thnen beim
Vergleich Thres Ergebnisses mit entsprechenden Rotationen eines Vektors im R3 auf?

¢) Zeigen Sie, dass fiir reine Lorentzboosts, d.h. § = 0, die Gleichung

—

_ UACAN 1 287 G (1
Sr/r(A) = exp <$ 5 )-]lcosh< 2)$ 7l smh( 5 (21)

erfillt ist.
Berechnen Sie anschliefend S; /g(A) fiir einen Lorentzboost vom Ruhesystem in ein
Bezugssystem mit Impuls p.

Aufgabe 3: Dirac Spinoren (6 Punkte)

Losungen der Dirac-Gleichung seien definiert als ‘I’;r (p) = uj(p)exp[—ipx] und ¥; (p) =
vi(p)explipx] mit j € {1,2} und den Dirac Spinoren in

o pEm (G —ptm ()
uj(p) = 2(E+m)<§j’>' i(p) Z(E—i—m)(—éj)' (22)

€1=<(1)>, €z=<(1)>. (23)

Zeigen Sie, fiir einen Impuls p mit p?> = m? und p° = E > 0 folgende Relationen:
a) @;(p)u;(p) =2mé;;, 0i(p)vj(p) = —2md; (Normierung)
b) @;(p)v;(p) = vi(p)u;j(p) =0  (Orthogonalitat)
o Yiui(p)ii(p)=p+m, Yvi(p)o(p)=p—m (Vollstandigkeit)

mit 7 = utq0,

P
o_ (01 i 0 o 2 _
v = ( 10 ) ’ Y= < —0; 0 ) ’ Ui =1. (24)



